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abstract
ThispaperattemptstoshowamethodtoestimatejointdistributionfOrincomeandage
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ｌはじめに
所得分布の推定では，一般に，所得に対して単変量確率分布の当てはめを行う。例えば，所得のデー
タに対して対数正規分布，ガンマ分布，Singh-Maddala分布，あるいは，一般化ベー タ２分布などの単
変量確率分布を当てはめて，最尤法などによりそのパラメータを推定する。
所得は他の様々な要因との間に関連がある。ある世帯の所得はその世帯の消費に影響を与えるであろ
うし，世帯主の年齢はその世帯の所得水準に影響を及ぼすと考えられる。
所得と他の要因との関連について考える場合，所得と他の要因とで個別に分布形を推定するのではな
く，それらの同時分布を推定する必要がある。いま，世帯ごとのデータに対して何らかの分布を推定し，
そこから乱数生成を行って刀個の世帯を抽出するというブートストラップ法を考える。世帯ごとの所得
のみに基づいてブートストラップ法を行うならば，所得のデータから所得分布を推定し，その分布から
乱数を生成すればよい。一方，世帯ごとの所得と消費に基づいてブートストラップ法を行う場合，所得
と消費の同時分布を推定し乱数生成を行わなくてはならない。
同時分布の推定は，対象となるデータに対して何らかの多変量確率分布を当てはめて推定を行う。一
般的な多変量確率分布は，その同時分布の形状に応じて周辺分布の形状が決定される。しかし，上述し
た同時分布を推定する場合，このような多変量確率分布を当てはめることは適切ではない。所得と年齢
の同時分布に対して何らかの多変量確率分布を当てはめるとしよう。また，所得と年齢の分布を個別に
推定した際，所得分布としては一般化ベータ２分布が，年齢分布としては正規カーネルに基づくノンパ
ラメトリック確率分布が，それぞれ他の単変量確率分布と比較して良い適合度を示したとする。多変量
確率分布を用いてこれらの同時分布を推定する場合，周辺分布の形状は多変量確率分布の形状によって
決められるため，適合の良かった分布を周辺分布として導入することはできない。
本稿では，コピュラを用いることによる所得と年齢の同時分布の推定を試みる。コピユラとは，異
なる二つの周辺分布を結合して同時分布を形成する関数である。コピユラは，以下の性質を持つ関数
Ｃ：10,1}×{0,11→{0,1]である（詳細は，文献[2]を参照)。
1.ｃ(",ひ)は“およびひが増加するとき増加する。
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コピュラを用いることで，任意の二つの周辺分布を結合し同時分布を作成することができる。これによ
り，一般化ベー タ２分布とノンパラメトリック確率分布を周辺分布とするような同時分布を作ることも
可能となる。
以下の推定では，総務省「平成２１年全国消費実態調査ｊにおいて，「年間収入」を所得のデー タ，「世帯
主の年齢」を年齢のデータとして用いる。なお，これらの公表データは階層分けされている。したがっ
て，以下では階層分けされたデータ向けの推定方法を提示する。
２同時分布の推定
二つの確率変数(x,y)の周辺分布(F(x),Ｇ(x))が求められれば，上述のコピュラＣ(F(x),Ｇ(x))を
用いてその同時分布が求められる。そこで，所得の周辺分布I(x）と年齢の周辺分布Ａ(x)を推定した
後，コピユラｃ(I(x),Ａ(x)）を推定する。
所得分布I(x）として一般化ベー タ２分布を仮定し，そのパラメー タを最尤法により推定する。一般
化ベータ２分布の密度関数は
αＸｎｐ－１
ｆ(xl8)＝bQpB(p,9){1＋(x/b)"}P+9'ｘ＞０（１）
で表される。８は一般化ベー タ２分布のパラメー タで，８＝(α,β,p,9)′である。今回の分析では階層分
けされたデータを用いる。各階層の度数全体が多項分布に従うことから，尤度関数を
叫古倉胸''”②
'㈹=ﾉ雌州〃
とする。ここで，Ｎは総度数,Ｋは階層の数，（"k,ﾉﾙ"k)は第ｋ所得階層の度数，下限および｡上限
である。
年齢分布Ａ(x)についてはノンパラメトリック推定を行う。いま，第ｋ所得階層の階級値をｍｋ＝
(/k＋"k)/２とおく。このとき，ノンパラメトリック推定による密度関数は
/(x)=燕"kK時） (3)
となる。ここで，Ｋ(･)はカー ネル関数，ノロはバンド幅である（ノンパラメトリックな確率密度関数の推
定の詳細については，例えば文献[3]を参照｡)。
所得および年齢の周辺分布が推定された後，同時分布の推定を行う。以下の推定では，正規コピュラ
－３６－
に基づく同時分布
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表１一般化ベータ２分布の推定結果（括弧内は分散の推定値）
α
2.3079
(0.0235）
β
632.9594
(1.532）
ｐ
1.3998
(0.0233）
９
１．７４７
(0.0311）
対数尤度
-101.2775
Ｆ(α,b)＝Ｃ(I(α),Ａ(6))＝①2(の~'(邸),の~'(ひ)|lo）（４）
〃=ﾉじi,｡'(x)‘〃
”=ﾉ:｡…
を仮定する。ここで,①2(x,叩)は相関係数を,Oとする二変量標準正規分布の累積密度関数鶏１，の－１(x）
は標準正規分布の分位関数である。第i所得階層・第ノ年齢階層（以降第(/,/)階層と表す）の度数を
"j,/,ある世帯が第(i,/)階層に属する確率をｐｉ,/とする。また，所得階層の数をＫＩ,年齢階層の数をＫＡ
とする。このとき，度数〃＝("1,1'…'"1,KＡ'"2,1'…,"2,KA,…,"K1,1,…,"K1,KA)'は多項分布
Ｍ
p(")＝
Ⅱ昌叱"i,/１
ＫＩＫＡｐｊ,ｊ
朋膨〃
にしたがう。したがって，同時分布の推定は
Ⅱ昌叱
Ｎ１
L(8)＝
"！
ＫＩＫＡｐｊ,/(8)
旦"〃 (5)
を尤度関数とする最尤法により行う。第(i,/)階層の確率pj,ﾉ(8)は累積密度関数を用いて
町(8)＝F("ﾙ"/i)－F("ﾉｰ,,側/I)－F(雌A唯,)＋F(側ﾉｰ,,"角）（６）
と求められる。実際の推定においては，所得分布および年齢分布のパラメータを推定し，それらのパラ
メータを与えた上で同時分布の推定を行うという方法を採る。したがって，同時分布を推定する際のパ
ラメー タは，正規コピュラの相関係数１０のみである。
３推定結果
総務省『平成２１年全国消費実態調査」より所得分布関数および年齢分布関数を推定した。所得分布関
数を推定した結果，一般化ベータ２分布のパラメータについて表１の結果が得られた。また，図１は所
得分布の密度関数であり，推定された関数を実線で，元データを点で表している。一方，年齢分布に関
しては，カーネル関数として正規カーネル
‘<(半)一志exp{-些司砦些追｝
緋'の2(x,川)を数値的に求める方法としては，文献[1]を参照。
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図１一般化ベータ２分布の密度関数
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図２年齢分布のノンパラメトリック密度関数
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表２正規コピユラの推定結果（構造変化なし 括弧内は分散の推定値）
表３元データから計算した各階層の確率
対数尤度
-9828.54
?｜?
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を用いバンド幅を４５としてノンパラメトリック分布を用いた。図２は，年齢分布の密度関数であり，
関数を実線で，元データを点で表している。
以上の結果に基づき，総務省「平成２１年全国消費実態調査」のデータを元に所得と年齢の同時分布を
推定した。その結果，正規コピュラのパラメー タ１０の推定値は，β＝-0.205となった（表２)。
表３は，元のデー タからハノを計算したものである。一方，表４は，推定された同時分布を用いて
"i,/の値を計算している。その結果，導出された推定結果はハノを説明できているとは言い難い。特に，
６０歳以上の各階層における所得分布を過大評価している可能性がある。現在，多くの企業では退職の年
齢を６０歳以降としているため，その前後の世代で年間収入の分布は大きく異なる。しかし，前述のモデ
－３９－
表４ 推定した同時分布（構造変化なし）から計算した各階層の確率
30歳未満 30霞以上
40歳未満
40態以上
50歳未満
50霞以上
60歳未満
60賎以上
65虚未満
65歳以上
70鐘未満
70趣以上
200万円未満 0.000559 0.002995 0.005583 08232 0.005485 0.005809 0.014239
200万円以上
300万円未満
０．００１７３ 0.008144 0.013759 0.018624 0.011607 0.011664 0.025136
300万円以上
400万円未満
0.003283 0.014051 0.022118 0.028185 0.016762 0.016243 0.032177
400万円以上
500万円未満
0.004455 0.017601 0.026118 0.031648 0．０１８１ 0.017017 0.031491
500万円以上
600万円未満
0.004874 0.017989 0.025386 0.029477 0.016308 0.014945 0.026138
600万円以上
800万円未満
0.008686 0.02953 0.039254 43344 0.023058 0.020508 0.033639
800万円以上
1000万円未満
0.006014 0.018705 0.023296 0.024345 0.012404 0.010674 0.016327
1000万円以上
1250万円未満
0.004427 0.012765 0.015049 0.015018 0.007379 0.006177 0.008926
1250万円以上
1500万円未満
０．００２３９ 0.006444 0.007238 0.006934 0.003299 0.002695 0.003707
1500万円以上 0.003399 0.008221 0.008558 ０．００７７０６ 0.003494 0.002754 0.003532
30磯未満
30歳以上
40歳未満
40磯以上
50歳未満
50歳以上
60霞未満
60飯以上
65歳未満
65銭以上
70歳未満
70歳以上
200万円未満 0.0012 0.00446 0.00489 0.00613 000716 0.00587 0．０１４３
200万円以上
300万円未満
0.00322 0.00799 0.00731 0.00846 0.01251 0.01633 0.02805
300万円以上
400万円未満
0.00631 0.01925 0.01415 0.01455 0.01906 0.02519 0.052181
400万円以上
500万円未満
0.00525 0.02859 0.01895 0.0186 0.01972 0.02027 0.0334
500万円以上
600万円未満
0.00305 ０．０２９３ 2259 0.01897 0.01669 0.01475 0.0187
600万円以上
800万円未満
0.00324 0.03697 0.051721 0.04321 0.02214 0.01704 0.01814
800万円以上
1000万円未満
0．００１１３ 0.01441 0.0327 0.03995 0.01262 0.00823 0.00853
1000万円以上
1250万円未満
0.00019 0.00594 0.01906 ０．０３１１１ 0.00803 0.00487 0.00469
1250万円以上
1500万円未満
3E－０５ 0.00224 0.0087 0.01502 0.00419 0.0023 0.00204
1500万円以上 1Ｅ-05 0.00108 0699 0.01519 0.00454 0.00292 0.00342
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表５正規コピユラの推定結果（構造変化あり，括弧内は分散の推定値）
ｐ1
-0.018
(2.595×10-5）
１０２
－０．３７３
(1.621×10-5）
対数尤度
-8162.235
表６ 推定した同時分布（構造変化あり）から計算した各階層の確率
200万円未満
200万円以上
300万円宋通
300万円以上
“､戸口案蓮
400万円以上
500万円未溢
500万円以上
600万円未遮
600万円以上
800万円宋通
800万円以上
ｍ０，万円夫諮
1000万円以上
1250万円未満
1250万円以上
1500万円未満
1500万円以上
30歳未満
0.001568
0.003411
0.005098
0.005716
0.00535
0.007974
0.004585
0.002906
0.001381
0.001624
ルはこの構造の違いを考慮していない。
30磯以上
40歳未満
0.005558
0.011941
0.017697
0.019702
0.018332
002713
0.015478
０．００９７４５
0.004607
０．００５３６９
40歳以上
50歳未満
0.007782
0.016569
0.024405
0.02703
0.02504
0.036869
0.020916
0.013107
0.00617
0.007146
50賎以上
60歳未満
09106
0.01924
0.028192
0.031088
0.028694
0.042065
0.02375
0014824
0.006954
0.00801
60歳以上
65霞未満
0.005243
0.012248
0.018192
0.019627
0.017369
0.02355
0．０１１８１３
0.006495
0.002668
0.002425
65鼠以上
70虚未満
0.006321
0,013308
0.018366
0.01864
0.015663
0.019996
0.009381
0.004878
0.001907
0.001619
70霞以上
0.02031
0.032514
0.03775
0.033431
0.025152
0.028423
0．０１１６８５
0.00547
0.001953
0.001475
これが過大評価の原因であると考えられる。
所得構造の変化を考慮するために，正規コピュラのパラメー タ,０について，６０歳未満の階層と６０歳
以上の階層とで異なるパラメー タ(p1,,02)を設定し推定を行う。具体的な推定方法は以下の通りである。
はじめに，６０歳未満の各階層Ｉｕ６０について，１０＝101である場合の条件付き確率
，仰ぐ‘,=,)=芸黒;,苦言,にIu‘。 （７）
を求める。続いて，６０歳以上の各階層Io60について，１０＝１０２である場合の条件付き確率
ハ仰皇‘｡,=陸)=鍔;,識Ｉｆｌ｡‘。 （８）
を求める。最後に，これらの結合確率
P(101,β2)＝Ｐｌ×ハノ(81”＜60,1o＝Pl)＋P2×Ｐｊ,/(81”≧60,ＩＣ＝β2） (9)
を同時分布を推定する際の〃j,/(8)として用いる。ここで，ハは世帯主の年齢が60歳未満である確率，
ｐ２は世帯主の年齢が６０歳以上である確率を表す叢2。
この結果，正規コピユラのパラメー タは(161,162)＝(-0.018,-0.373)となる（表５)。また，表６は
推定結果から計算したｐｊ,/の値である。表６の値は，表４と比較して，元デー タからなる表３に近い値
となっている。特に，６０歳以上の階層における所得の減少傾向は，所得の構造変化を仮定しない場合よ
りも良く捉えているといえよう。一方で，３０歳以下の階層での適合度は所得の構造変化を考慮しない場
･２実際の推定では．世帯主の年齢が６０歳未満である荊合と世帯主の年齢が６０歳以上である割合を元のデー タから求め，それらを
（p１，p2）として用いる。
－４０－
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合と変わらない。また，各年齢階層の所得分布の形状について，元データと推定結果との間で異なって
いる部分がある。例えば一部の年齢階層において，表３では所得分布が単峰形を示しているが，表６
では双峰形を示しているものがある。
４まとめ
本稿では，所得と年齢の同時分布について，コピュラを用いた推定を行った。結果，総務省「平成２１
年全国消費実態調査ｊのデータについて，その同時分布をある程度表現することが可能であることがわ
かった。一方で，推定された分布と元データの間に，花離が発生することも明らかとなった。この問題
への対策として，推定の精度を向上させることが考えられる。例えば，ミクロデータを用いることで，
３０歳以下の世帯についてより精綴な分析が可能となるだけでなく，所得および年齢の周辺分布の推定に
ついても精度の向上が見込まれる。あるいは，正規コピュラ以外の関数による推定を行い，それらの適
合度を比較することで，より当てはまりの良いコピュラを選択する必要もあるだろう。
以上で述べた改良については，項を改めて分析を行いたい。
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